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310
311

620
620
311

620
620
311

33

2211

2

2
1

RRR

RRRR

  . شود پس واران ندارد شود پس تبديل به ماتريس هماني نمي چون سطر سوم صفر مي
196 

) ج
 
 
 
  

1 2 8
2 4 1
5 2 7

  

197-
196  

  )حل ج


















725
142
821

C  

1625
421 4

13  )(     975
121 3

12  )(
      

2672
141 2

11  )(
 

825
211 5

23  )(      1875
811 3

22  )(

       
272

821 3
21  )(

 
042

211 6
33  )(    1512

811 5
32  )(

     
3014

821 4
31  )( 

   













































0816
15339
30226

01530
8332
16926

tadjc 
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227  
)د

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
    
    

1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4

2 5 5
3 4 1

3 6 2 8
2 2 2 3 2

  

  :آوريم  ميابتدا معكوس ماتريس ضرايب را به دست) حل د  228- 229


















































 

408824
4053515
80177369

1200120120

120
1

3222
1263
4311
1512

1AA 

  :بردار مجهولات را به دست آوريد










































 

5
2
0
5
1
2

2
8
1
5

11 ABAX 

5 و 2xدر اين صورت 
1

y 0 وz 5 و
2

w  
  

229  
) د

x x

x x x

x x x

x x x

 
   
   
   

1 2
2 3 4
1 3 4
1 2 4

0
2 1

2 0
0

  

  :آوريم ابتدا دترمينان ماتريس ضرايب را به دست مي) حل د  231-230

  3

1011
1201
2110
0011




A 
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  :شود رامر استفاده ميكبراي حل آن از روش دستور حال 

2

1001
1201
2110
0001

2

1010
1200
2111
0010

21 





 AA

 

0

0011
0201
1110
0011

1

1011
1001
2110
0011

43 


 AA 

  :بنابراين

03
1

3
2

3
2

4
3

3
2

2
1

1 


 x
A

A
x

A

A
x

A

A
x 

 دستگاه k به ازاي چه مقداري از -4
x y z

x ky z

x y z

  
    
   

2
2 1

2 4
  داراي جواب يكتا است؟

BAxاگر دترمينان ماتريس ضـرايب مخـالف صـفر باشـد دسـتگاه              : حل    اي جـواب      دار
  يكتاست پس

0033
212
21
111



 kkkk 

235  
) و

x y z w

x y z w

x y z w

   
    
    

3 3
2 2 2 8

11 2 1
  

) ز

x y z w

x y z w

x y z w

x y z w

   
    
    
    

0
2 3 2

2 2 3
2 5 2 2 4
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) ح
x x x

x x x

x x x

  
   
   

1 2 3
1 2 3
1 2 3

2 4
2 3 1
7 3 4 7

  

238 -
237-236  

  )حل و
























 















 





21
7
4

10100
350
211

7
1
4

437
132
211

431

221
7
2

RRR

RRR 

R
RR R R

R
R

 




 
    

          
       

  

2
22 3 3

3
3

2 5

4

1 1 2 41 1 2 4
3 70 5 3 7 0 1 5 50 0 4 7 0 0 1 7

4

 

4
7

20
7

20
3

5
7

8
3

42

















 z,y,x
zy

zyx

 

  )حل ح
R R R

R R R

R R R

  
  

  

   
             
   

         

1 2 2
1 3 3

1 4 4

2

2

1 1 1 1 0 1 1 1 1 0
2 3 1 1 2 0 1 3 3 2
1 1 2 2 3 0 2 1 1 3
2 5 2 2 4 0 3 4 4 4

 

  
























 

























  





5
0
2
0

0000
5500
3310
1111

2
7
2
0

5500
5500
3310
1111

443

442

332
3
2 RRR

RRR

RRR 

باشد با توجه به سطر آخر دستگاه جـواب           ماتريس فوق به صورت ماتريس سطري پلكاني مي       
  .ندارد
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  )حل ز

 

















 
















 



 332

331

221

2
2
3

0180
0180
1131

1
8
3

12111
2122
1131

2 RRR

RRR

RRR 

  




















 



















0
8
2
3

0000
08

110
1131

0
2
3

0000
0180
1131

228
1

RR
 

  :بنابراين داريم
x y z w

z
y

   
  



3 3
1

8 2
0 0

 

  .شمار جواب دارد دستگاه بي
238  

) د
x x x

x x x

x x x

  
   
   

1 2 3
1 2 3
1 2 3

2 1
4 2 1

5 8 2 5
  

  )حل د  239- 240

331

22121
5
2

5
1
1

285
112
241

5
1
1

285
241
112

RRR

RRRRR



  



















 


















 

R RR R R

R R

   

 

    
           
      

3 32 3 3

2 2

1
4 8

1
7

1 4 2 1 1 4 2 1
0 7 5 1 0 7 5 1
0 28 12 0 0 0 8 4
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113

223112

7
6
7
5

4

2
1
7
1
7
3

100
7
510
7
601

2
1
7
1
1

100
7
510
241

RRR

RRRRRR




  


























 




























 

  

2
1

14
3

7
6

2
1

14
3
7
6

100
010
001































zyx 

  .شان دهيد دستگاه زير داراي جواب نيست ن-10  242
x x x

x x x

x x x

  
   
   

1 2 3
1 2 3

1 2 3

4 5 7 15
3 2 6 8

7 6
 

  :حل

331

22113
4
3

15
8
6

754
623
171

6
8
15

171
623
754

RRR

RRRRR



  




















 




















 

  





















 


























1
10
6

000
3230
171

9
10
6

3230
3230
171

32 RR 

  .دستگاه ناسازگار است و جواب ندارد
  

244  

) ج

x
x

x x x

x x x

  


   
   


1
2

1 2 3
1 2 3

22
2 1

2 1
) د     

x x x

x x

x x x

   
  
   

1 2 3
1 3
1 2 3

2 3 1
2

2 4 3 0
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  )حل ج  245-244





















































 

2
3

2
33

2
113
123

2
3
1

211
112
012

1
1AA 

656
6
5
6

1
1
2

11 

















































  z,y,xABA

z

y

x

X 

  )حل د










































 

203
491
2184

18
1

342
101
321

1AA 

18
4

18
17

18
40

18
4

18
17
18
40

0
2
1

11 
































































  z,y,xABA

z

y

x

X 

  )حل ج  246

5

2
3
2
15

211
112
012

1

211
112
022

1

6

2
3
9

211
112
012

1
211
111
012






















 yx 
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6

2
3
9

21
112
012

1

111
112
212

1












z 

  )حل د

18
17

342
101
321
302
121
311

18
4

342
101
321
340
102
321


























 yx

18
4

342
101
321
042
201
121










z̀ 

247  
) د

x x x

x x x

x x x

  
   
   

1 2 3
1 2 3
1 2 3

2 3 6
3 5 9
5 12 18

  

  

) ه
x y z

x y z

x y

  
   
  

4 5 18
6 3 6 9

2 6
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) و
x x x

x x x

x x x

  
   
   

1 2 3
1 2 3

1 2 3

2 3 2
4 13 14

3 5 4 0
  

  )حل د  248- 249

 















 




















 332

331

221 3

12
3
6

030
210
321

18
9
6

1251
531
321

RRR

RRR

RRR 

R
x z

y z y ,x ,z

z

      
             
       

3
1
3

2 3 61 2 3 6 1 2 3 6
0 1 2 3 0 1 2 3 2 3 1 1 1
0 0 3 3 0 0 1 1 1

 

  )حل هـ
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  )حل و
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  )حل و  252
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   
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  
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R R R R

R R R

R R R
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 
 

   
                
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290  
G) ح

 
   
  

4 5 1
1 0 1
0 1 1

     

H) و

 
 
 
 
 
 

3 0 0 0
4 1 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

  

  )حل ح  292- 293
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210پس  ,,باشد  مقادير ويژه ماتريس مي:  
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درنتيجه بردار نظير  0  بر حسبxبرابر است با  :
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  
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درنتيجه بردار نظير  1  بر حسبzبرابر است با  :
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درنتيجه بردار نظير   :  برابر است باzبر حسب  2
z

z

z

 
 
 
  

6
3  

  
  )حل و

A I ( )( )( )

 
 

          
 

 

2

3 0 0 0
4 1 0 0 3 1 2 00 0 2 1
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213پس  ,,  
  :آوريم دست ميبردار ويژه آن را به 
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:  برابر است باxدرنتيجه بردار نظير بر حسب 
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y:  برابر است باyدرنتيجه بردار نظير بر حسب 
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:  برابر است باxدرنتيجه بردار نظير بر حسب 
z

 
 
 
 
 
 

0
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0

  

  
T) د  294 : R R3 ي  با ضابطه 3   T x, y,z x y, x y z, x z     3 2 2 4 2  

T) ه : R R3 ي  با ضابطه 3   T x, y,z x, y z, y z  3 2 5 2  

T) و : R R3   ي با ضابطه 3
    T x, y,z x y z, x y z, x y z      3 3 3 5 3 6 6 4  

  
  :ماتريس نمايشگر عبارت است از) حل د  294- 295
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  :بنابراين
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  .باشد  مي-54/2دستگاه داراي دو جواب غير حقيقي و جواب حقيقي 
  )حل ه
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بردار 
نظير
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نظير
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توان گفت  پس مي
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  .باشد  مي3 يك بردار ويژه 

  )حل و

( ) ( )

    
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  . باشد  مي,42داراي جواب حقيقي 
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z
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  )د  348

xyz
w

x y z


 
  

  )د  348
yz(x y z) xyz xz(x y z) xyz xy(x y z) xyz

df dx dy
(x y z) (x y z) (x y z)

        
  

     2 2 2  

) ج  350  u vz sin x cos y x u v , y e    5   

u) د v
z y x , y

x u v


   


1 3

3  
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  :داريم) 1(گذاري در  با جاي) حل ج  352

  vue.yCosxSin)()vu()yCosxCos(
dv

dz  15 4 

u v

(u v)
u v u v u v

e

dz
Cos(u v) Cos(e) (u v) ( ) Sin (u v) Cose e

dv

 
  


      

5
5 45 1

 
  :داريم) 2(گذاري در  با جاي

  vue.yCosxSin)vu()yCosxCos(
du

dz  45 
  

vuvu
)vu(x

ey
eCos)vu(Sin)()vu(eCos)vu(Cos

du

dz
vu








15 45
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  :داريم) 1(گذاري در  با جاي) حل د

    dz
( )

dv x (u v)

 
   

2 2
1 3 11 3 

  
x

u v dz
v

dv (u v)( )
u v




    




3

22
1 3 1
3 3 

  :داريم) 2(گذاري در  با جاي

  dz

du x (u v)

 
  

2 2
1 3 1

3 

  
x

u v dz
u

du (u v)( )
u v


 

   




3

22
1 3 1
3 3 

) ز  358 f x, y ysin x   
) ح   f x, y x y  2 21 2  

  :آوريم ابتدا نقاط بحراني را بدست مي) حل ز  360
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  000
0









 y,,x
xSinf

xCosf

y

x 
xSinf

xyCosf

y

x


 

),(پس  ),( و 00 0نقاط بحراني هستند .  
  

0 yyxyxx fCxCosfBxSinyf 
xCosBAC  بنابراين  2  

),(حال  0كنيم  را بررسي مي  
  0100  ),( 

),( پس 0چون    . نقطه زيني است00
),(حال نقطه    :كنيم  را بررسي مي00

  010  ),( 
),( نقطه 0چون  0ني است نقطه زي.  
  )حل ح

  x

y

f (x ) x x

f y y y

     
     

2 1 2 2 0 1
4 4 0 0 

)پس  ,   . نقطه بحراني است10(
AC  بنابراين B , A    2 8 0  

) درنتيجه 0A و 0چون  ,   . نسبي استMin نقطه 10(
  

مينيمم تابع ) و  362 f x, y,z x y z  2 2 xبا محدوديت  2 y z  2 3 4   
مينيمم تابع ) ح f x, y,z x y z  2 2 xبا محدوديت  2 y z  2 2 24 2 4   
  

  .آوريم ابتدا تابع لاگرانژ را بدست مي) حل و  364
  )zyx(zyx)z,y,x(F 432222   

  :آوريم حال مشتقات جزئي را بدست مي
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  دهيم  قرار مي4را در رابطه ) 3(و ) 2(، )1(حال رابطه 

  7
442

1402
33224 






 







  )( 

7حال 
4

 دهيم پس داريم قرار مي) 3(و ) 2(، )1( را در رابطه:  

  7
6

7
4

7
2




 z,y,x 

Min),,(پس  7
6

7
4

7
2 دباش  نسبي مي.  

  
  كنيم ابتدا تابع لاگرانژ را مشخص مي) حل ح  365

  F(x, y,z) x y z ( x y z )       2 2 2 2 2 24 2 4 
  كنيم حال مشتقات جزئي مرتبه اول را محاسبه مي

  























22

02
1

04
1

z,

y,

x,x

y

z

F x x

F y y

F z z

F x y z

   
    
    
     

2 2 2

2 8 0
2 4 0
2 0
4 4 2 0

 



 
  28  ضميمه رياضيات و كاربرد

  

z y x F

x z y F

y z z F

        

         

        


1 0 1 14
1 0 2 22
2 0 2 1

 

),,(نقاط  001 و Minنسبي هستند .  
  

368  
) ه 

 x

yf x, y e





1

  
 00  y/)y,x(:Dy f)  حل هـ 

  
371-

370  
  : به صورت زير تعريف شده باشدf اگر تابع -5

 
   

   

xy
x, y ,

f x, y x y

x, y ,




 
 

2
2 2 00

0 00
 

  .بحث كنيد) 0و0(گاه در پيوستگي آن در نقطه  آن: حل

22بايد نشان دهيم 
2

00 yx

xy
lim

),()y,x( 
  : در اين صورت بنا به تعريف حد داريم

  

xy
S s.t ( (x ) (y )

x y

x y x y (x y )xy
x y

x y (x y )x y

          


 
     

 

22 2
2 2

2 2 2 2 22 2 2
2 2 2 22 2

0 0 0 0 8 0 4

4
 

در اين صورت چون مقدار تابع برابر صفر اسـت پـس تـابع     . رسيم   به حكم مي   S=4با انتخاب   
  .پيوسته است

) د  371  yf x, y xe xy  2  
) و f x, y cos(sin xy)  

372  y y
x xx xyf e y f f e    2 0 حل د (2
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y y y
y yy yxf ne x f xe f e    2 2 

372  xf yCos(xy)Sin (Sin (xy)) ) حل و
yf x Cos(xy)Sin (Sin (xy))  
xx

xy

yy

yx

f y sin(xy)sin(sin(xy)) ycos(xy)cos(sin(xy))

ycos(xy)

f cos(xy)sin(sin(xy)) xysin(xy)sin(sin(xy))

x cos(xy)cos(sin(xy))

f x sin(xy)sin(sin(xy)) x cos(xy)cos(sin(xy))

( x)cos(xy)

f cos(xy)sin(sin(x

 


  



 


 

2

2

y)) yx sin(xy)sin(sin(xy))

ycos(xy)sin(sin(xy))( x)cos(xy)



 

 

xy) د  372 yz
f (x, y,z)

xz


  

f) ه (x, y,z) cos(xyz)  

) و
xyz

x y z
f (x, y,z)

e

 

2  

  
373  

24
2

2 x

y

x

yx
f

x

y
f xxx 


) حل د 

  
zx

yzxy
)zx(

)xz(

)yzxy(z)xz)(zx(
fy 22





 

  
zx

zx
fyy 2


 

  342
22
z

y

z

zy
f

z

y
f zzz 





 

  )xyz(Coszyf)xyz(yzSinf xxx
22) حل هـ 

  )xyz(Coszxf)xyz(xzSinf yyy
22 
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  )xyz(Cosyxf)xyz(xySinf zzz
22 

  2
22

)e(

)zyx(e)yz(e
f

xyz

xyzxyz

x


) حل و 

  

2
22 22222

)e(

)zyx(e)yz(e(yzee)ezyyze(
f

xyz

xyzxyzxyzxyzxyzxyz

xx


  

  2
2

)e(

)zyx(e)xz(e
f

xyz

xyzxyz

y


 

  

4
22 221

)e(

)zyx(e)xz(e(xzee)(ezxyze
f

xyz

xyzxyzxyzxyzxyzxyz

yy


 

  2
2

)e(

)zyx(e)xy(e
f

xyz

xyzxyz

z


 

  

4
222 221

)e(

)zyx(e)xy(e)(xy(e)e)((eyxxye
f

xyz

xyzxyzxyzxyzxyzxyz

yy




  
f) و  374 (x, y,z) z sin( x y) 2 2 3 

dz)yx(zSin)dy)yx(Cosz(dx)yx)Cosz(df 324323422 22 )  حل
 و

f) د (x, y) xy xكه در آن  2 cos(t ) 1  وy tan t 2 . 
  

375  )ttan(xy())t(Sin(y
dt

df 22221 22 ) حل د 

f) ج (x, y) ln xy  آن كه درuvx(u,v) e
uvy(u,v)و  2 e .  

x) د
f (x, y)

y
  كه در آنx(u,v)

u v



y(u,v)و  1

u v



1 .  
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)ve(
xy

x
)ev)(

xy

y
(

u

f uvuv 

  حل ج (22

 

)ue)(
xy

x
()vue)(

xy

y
(

v

f uvuv 

 2

2 

376  )
)vu(

)(
y

x
()

)vu(
)(

y
(

u

f
222

111











) حل د 

                                               )
)vu(

)(
y

x
()

)vu(
)(

y
(

v

f
222

111











 

x) د  377 yf (x, y) ( x y )e    
2 22 2 11  

  :آوريم ابتدا نقاط بحراني را بدست مي) حل د  378

  














0122

0122
2222

2222

1221

1221

yxyx
y

yxyx
x

e)yx(yyef

e)yx(xxef 

  `y,x
ye)yx(

xe)yx(

yx

yx

00
02

02
22

22

122

122















 

  :دهيم  را تشكيل ميحال . باشد نقطه بحراني مي) 0و0(پس 
  )`yxx(e)yx(efA yxyx

xx
2221221 4426

2222
  

  )`xyx(yexefB yxyx
xy

2311 2264
2222

  

  )`yyx(yee)xy(fC yxyx
yy

321122 22226
2222

  
000در اين صورت  2  BAC),(  

) د  379 f x, y,z x y z  4 4 xبا محدوديت  4 y z  2 2 2 1  
381-

380 

  :تابع لاگرانژ آن عبارت است از) حل د



 
  32  ضميمه رياضيات و كاربرد

  






















































)(zyx

)(z,z

)(y,y

)(x,x

zyxf

zzf

yyf

xxf

)zyx(zyx)z,y,x(F

z

y

x

401

320

220

120

01
024

024
024

1

222

2

2

2

222

3

3

3

222444

 

  
  :دهيم قرار مي) 4(در رابطه ) 3(و ) 2(و ) 1(حال روابط 

  3
2

2
3
102

3102221 








 

3حال 
2

 داريم. دهيم قرار مي) 3(و ) 2(، )1( را در روابط:  

  3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

 ),,(fz,yx 

),,(پس 
3
1

3
1

3
1

 Minباشند  مي.  
f ( , , ) f ( , , ) f ( , , )     00 1 0 10 100 1  

)Maxدر اين صورت  , , ),( , , ), ( , , )  100 0 10 00   .نسبي هستند 1
  

 


